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EINFOHRUNG IN DIE MATHEMATIK DER LEBENSVERSICHERUNG

P. 0. Runck, Linz

Zunichst mochte ich einige Bemerkungen zu den Lebensversicherungen bringen
und die Lebensversicherungen von den Nichtlebensversicherungen und den
Sozialversicherungen abgrenzen, sodann auf einige geschichtliche Daten

eingehen.
Zu den Lebensversicherungen gehoren die Todesfall-, Erlebensfall- und ge-

mischten Versicherungen (= kombinierte Erlebensfall- Todesfallversiche-
rungen) sowie die verschiedenen Leibrentenversicherungen. (Es gibt noch
weitere Lebensversicherungen wie z.B. die Aussteuerversicherungen und
die Versicherungen auf verbundene Leben)

Im Gegensatz hierzu stehen die Nichtlebensversicherungen
wie z.B. Feuer-, Autohaftpflicht-, Krankenversicherungen sowie Flugzeug-

versicherungen, Versicherungen von technischen Grofiprojekten und Riick-

versicherungen.
Weiter stahen die Lebensversicherungen (die Versicherungen auf freiwilli-
ger Basis darstelien) im Gegensatz zur gesetzlichen Sozialversicherung.
Der wesentliche Unterschied der Lebensversicherungen gegeniiber der Sozial-
versicherung ist der folgende:

Die Leistungen der Sozialversicherung werden durch den

"Generationenvertrag"

aufgebracht, d.h. die arbeitende Bevolkerung kommt fiir die Alters- und

Invalidenverscrqung auf (Beitrdge von Arbeitnehmer und Arbeitgeber so-

wie Zuschiisse vom Staat).

Die Leistungen der Lebensversicherungen werden durch die Versicherungs-

nehmer selbst aufgebracht, nach dem sogenannten

"Kquivalenzprinzip",

auf das wir nachher genauer zu sprechen kommen.
Durch die Lebensversicherungen wird die Mdglichkeit gegeben, sich eine zu-
satzliche Altersversicherung zu verschaffen. Auch die sogenannten Betriebs-
renten gehoren zu den Lebensversicherungen. Die Lebensversicherungen wer-
den vom Staat arerkannt und durch Steuerabsetzbetrdge unterstitzt. Weiter
werden neben den verschiedenen Risikenabdeckungen die Lebensversicherungen
auch als Sparformen ganutzt und stehen somit den verschiedenen Sparformen,
wie Bausparen, Pramiensnaran, Pfandbriefsparen und anderen Sparformen der
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Sparkassen und Banken gegeniiber. Wesentlich hierbei ist, daB im Gegensatz
zu anderen Sparformen eine Lebensversicherung eine Risikokomponente ent-
halt. Weiter bietet eine Lebensversicherung die Mgglichkeit, daB sie bis
zur Hohe des Riickkaufwertes beliehen werden kann.

Die Lebensversicherungen haben eine groBe volkswirtschaftliche Bedeutung.
Es werden innerhalb eines Jahres groBe Geldmengen umgesetzt. Die Gelder
der Lebensversicherungen stellen auf dem Kapitalmarkt einen wesentlichen
Faktor dar, und sie werden langfristiqg an Wirtschaft, Industrie und Banken
verliehen.

Bemerkungen zur Geschichte

Die Entwicklung der diversen Versicherungsformen begann etwa ab dem

16. Jahrhundert. Sie war eng verbunden mit Katastrophen. Es gab am Anfang
Fehlberechnungen und groBe Enttduschungen. Erst mit Hilfe der mathemati-
schen Fundierung in Gestalt der Versicherungsmathematik und der staatli-
chen Aufsicht wurde eine solide Grundlage gelegt, und es begann der Sieges-
zug der Versicherungen.

Am Anfang standen die Seefahrtversicherungen (1531) und die Feuerversiche-
rungen (1680). Letztere nach dem GroBbrand in London 1666. Die grofen
Feuerversicherungen entstanden im 18. Jahrhundert. Jedoch der GroBbrand in
Hamburg 1842 machte die betroffenen Versicherungsunternehmer zahlungsun-
fahig. Es wurden die ersten Riickversicherungen gegriindet. Der GroRbrand in
San Francisco (nach dem Erdbeben 1906) traf dann schon auf ein gut funk-

tionierendes System von Versicherungen und Rickversicherungen (75% des
Schadens von 500 Mio Dollar konnten von den 200 betroffenen Gesellschaften

ersetzt werden).

Im Bereich der Lebensversicherungen begannen im 18. Jahrhundert verschie-
dene Versuche, die zundchst alle scheiterten. )

Erst als 1762 die "Equitable" Uber eine irztliche Untersuchung eine nega-
tive Risikoauslese verhinderte und die Tarife aus den Sterbetafeln berech-
nete, begann der Siegeszug der Lebensversicherung.

Heute haben sich die Grundlagen der Lebensversiéherung dabei nicht wesent-
Tich verdndert, sie haben sich nur den Bediirfnissen der Zeit angepaBt. Ein
grofer Einschnitt kam durch den Einsatz der digitalen Rechenautomaten. Fiir
groBe Datenbestdnde lassen sich exakte Rechnungen durchfiihren, wie z.B.
genaue Berechnungen der Gewinnanteile.




Das Aquivalenzprinzip (Prinzip der Gleichheit von Leistung und Gegen-

leistung).
Eine allgemeine Risikoversicherung liegt vor, wenn zwischen der Versiche-
rungsgesellschaft einerseits und dem Versicherungsnehmer andererseits eine
Vereinbarung getroffen wird derart, daR

gegen Bezahlung von bestimmten Pramien durch den Versicherten,

sich die Versicherungsgesellschaft verpflichtet,

im Falle des Eintretens eines wohl definierten Ereignisses

in einem bestimmten Zeitintervall eine Schadensumme zu zahlen.
Die nach oben begrenzte Schadensumme kann fest, z.B. bei Lebensversiche-
rungen, oder variabel, z.B. bei Haftpflichtversicherungen, sein.
Die Berechnung der Pramien erfolgt nach dem

Aquivalenzprinzip:

Leistung des Versicherungsnehmers = Gegenleistung der Versiche-
rungsgesellschaft

Hierzu sind einige Erlduterungen anzubringen:

i) Das Prinzip verlangt nicht, daB in jedem Einzelfall die Pramienleistun-
gen den Versicherungsleistungen entsprechen. Der Fall, daB ein Versicher-
ter nach der Bezahlung der 1. Pramie stirbt und die vereinbarte Summe aus-
bezahlt wird, widerspricht nicht dem Aquivalenzprinzip. Das Prinzip bedeu-
tet nicht einmal die Gleichheit von Leistung und Gegenleistung bei einem
ganzen Versicherungsverband. Leistung und Gegenleistung sind wahrend der
Versicherungsdauer (bis auf wenige Ausnahmen) vom Zufall abhingig, also
nicht mit Sicherheit vorauszusagen. Somit kann nur, wie in der Wahrschein-

lichkeitstheorie und der Statistik iiblich, mit Erwartungswerten und
Streuungen gearbeitet werden. Obiges Prinzip besagt somit

Erwartungswert der Leistung... = Erwartungswert der Gegenleistung...

In der Lebensversicherung werden die Sterbewahrscheinlichkeiten aus den
sogenannten Sterbetafeln entnommen. ™)

*) So hat z.B. ein 30-jdhriger Versicherungsnehmer eine reine Todesfall-
versicherung mit der Laufzeit eines Jahres 2,20%. der Versicherungs-
summe als Nettopramie aufzubringen (2,20%. ist die Wahrscheinlichkeit
eines 30-jdhrigen, im Laufe des ndchsten Jahres zu sterben).
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ii) Die Leistungen und Gegenleistungen werden i.a. zu verschiedenen Zeit-
punkten fallig. Somit ist es notwendig, alle Zahlungen auf einen bestimm-
ten Zeitpunkt (z.B. den Beginn der Versicherung) zu diskontieren. Im Fall,
daB dieser Zeitpunkt der Beginn der Versicherung ist, heifen die diskon-
tierten Werte Barwerte.

Somit bedeutet das Aquivalenzprinzip

" Barwert des Erwartungswerts der Barwert des Erwartungswerts der
Leistung des Versicherungs- = Gegenleistung der Versicherungs-
nehmers gesellschaft

ii1) Zu den Gegenleistungen gehdren auch die verschiedenen Kosten, die der
Versicherungsgesellschaft entstehen. Das Anbieten dieser Leistungen hat

seinen Preis.

Rechnungsgrundlagen

Man bengtigt vei der Berechnung von Pramien bei den einzelnen Versicherungs-
formen drei Rechnungsgrundlagen und zwar

1. Rechnungsgrundlage: die Zinsrechnung
2. Rechnungsgrundlage: die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten

der Versicherungsereignisse und der
zugehorigen Schadenhdhen.
3. _Rechnungsgrundlage: die Kosten.

Bei der mathematischen Behandlung von Lebensversicherungen und Nichtle-
bensversicherungen ergibt sich ein grundlegender Unterschied. Die 2. Rech-
nungsgrundliage kann bgi den Lebensversicherungen deterministisch aufgebaut

werden. Das wird einmal dadurch bedingt, daB die Sterbewahrscheinlichkei-
ten der herangezogenen Sterbetafeln bei Zugrundelegung einer griperen
Personenzahl mit der Wirkiichkeit sehr gut ibereinstimmen und nur geringe
Abweichungen auftreten. Zum anderen sind Lebensversicherungen i.a. lang-
fristige Vertrdge. Die Pramien werden hierbei nicht nur zur Abdeckung
eines Risikos verwendet, sondern auch zur Ansammlung eines Sparkapitals
(durchn Ansammeln von Reserven nimmt das riskierte Kapital Ffir die Versi-
cherungsgesallschaft ab, obwohl die Sterblichkeit zunimmt). Sodann ist die
Schadenndhe, gemessen an den Pramien und Reserven, wesentlich geringer als
bei den Nichtlebensversicherungen und schliellich ist die Schadenhihe

bekannt.




theorie die 2. Rechnungsgrundlage dar.

1. Rechnungsgrundlage: Zinsrechnung

Die Zinsrechnung ist ein Teilgebiet der Finanzmathematik. Wir wollen hier
nur einige Grundtatsachen betrachten, die wir spater benotigen.

Unter Zins eines Kapitals K versteht man den Ertrag von K in einem

gewissen Zeitintervall, der sogenannten Zinsperiode.
Beispiel einer Zinsperiode: 1 Jahr, 1 Monat

Bemerkung. Vom Zins wird gefordert:
i) der Zins ist proportional zum Kapital
ii) der Zins wird nach Ablauf einer Zinsperiode auf das Kapital ge-
schlagen und wiederverzinst (Zinseszins)

Wir beschranken uns hier auf die Zinsperiode 1 Jahr.

Der Prozentsatz des Zins bezogen auf das Kapital wird ZinsfuB genannt.

Die Berechnung von Kapitalien, Pramien, Zinsen wird stets auf einen ganz be-
stimmten Zeitpunkt bezogen. Man unterscheidet einmalige und periodische Zah-
lungen.

Einmalige Zahlungen

Einige Ubliche Bezeiéhnungen
P Barwert (Anfangswert) eines Kapitals
S Endwert eines Kapitals

p ZinsfuB

i Zins, der in 1 Jahr auf das Kapital 1 realisiert wird {i = Tgﬁ)
r . =1+ i Aufzinsungsfaktor fiir ein Jahr

v i o= T%T Abzinsungsfaktor (Diskontierungsfaktor) fiir 1 Jahr

Endwert eines Kapitals nach n Jahren .

Bei jahrlicher Verzinsung betrdagt der Endwert S des Kapitals P

nach einem Jahr S = P(1+1)

P(1+i)" = prl

[}

nach n Jahren (*) S

(Ist die Dauer n Jahre k Monate, so verwendet man meist S = P(1+i)n(1+i%§)

anstelle von Formeln fir den unterjahrigen Zins).
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Hieraus folgt fiir den Barwert eines Kapitals, das nach n Jahren fallig wird

- =_ 9 = Q!
(x) P = 0 = Sv
Endwert S = 100.000,- US, Zinsfuf Barwert
n = 20 Jahre 3% 55.368,- US
6% 31.180,- ©S
8% 21.455,- US

Periodische Zahlungen (Zeitrente)

Unter einer Zeitrente versteht man periodische Zahlungen von gleichem
Betrag bei vorgegebener Anzahl von Zahlungen.

Wir betrachten nur vorschiissige Zeitrenten.
Obliche Bezeichnungsweise:

Sm Endwert % einer ganzjdhrigen n-mal vorschiissig bezahlbaren

dqm Barwert Rente vom Betrag 1

(Bemerkung: "**" ist die Bezeichnung fiir vorschiissig).

Nach (*), (%) erhalten wir (mit r = 1+i, v =1 -1
1+i r
g 2 ri-1 _r
Sp = r+ré + o0 +rn = p =_:_(rn_1)
r-1 i
.. 1 1 1-Vn
= oyl = = o 3 (— - n
aZ"I1 Sn Y v 3 (vn I)V ——.———-v._'

(Bei einer Rente vom Betrag B folgt somit fiir den Endwert B « §m1)

Sparvorgdnge:
Wird ein Kapital K durch eine oder mehrere Prdmien innerhalb von n Jahren

angespart, so spricht man von einem Sparvorgang.

Die Berechnung der Pramien erfolgt mittels der soeben abgeleiteten
Formeln:




a) Einmalpramie (= Barwert) B = K « yN

8) n-malige vorschiissige Pramie B

= .“ B e R e @ n
K B Sq = B A afﬂ r
Beispiel: K = 100.000.- US, n = 20
" ramie Summe aller | Einmalpramie (= Barwert)

ZinsfuB | Sm= +{r-1) | K/$q Pramien K o yn

3% 27.677 3.613,- 72.260,~ 55.368,-

6% 38.992 2.565,- 51.300,- 31.135, -

8% 49.424 2.023,- 40.060,- 21.455,-

2. Rechnungsgrundlage

Wie gesagt wird das Eintreten von Versicherungsfillen natirlich vom Zufall
beeinfluBt. Jedoch kann man ein deterministisches Modell aufbauen, das die
Wirklichkeit geniigend qut anndhert.

Sterbewahrscheinlichkeit

Die wichtigste GroBe der Lebensversicherungsmathematik ist die Wahrschein-
lichkeit gy dafir, daB ein x-Jjahriger im Laufe des folgenden Jahres, also
vor Erreichung des Alters x + 1 stirbt. gy heiBt Sterbewahrscheinlichkeit,

angegeben meist in %.. Das bedeutet, daB von 1000 x-jahrigen im Mittel
1000 qy Todesfdlle zu erwarten sind. Die Sterbewahrscheinlichkeit wird in
Abhdngigkeit vom Alter angegeben. Anderen Einfliissen wie Geschlecht, Fami-
lienstand, Beruf wird dadurch Rechnung getragen, daB man die Sterbewahr-
scheinlichkeit hierfiir getrennt bestimmt.

Sterbetafeln (Absterbeordnung)

Mit Hilfe der Sterbewahrscheinlichkeiten lassen sich die zu erwartenden
Anzahlen 1, von Personen berechnen, die von einem fiktiven Ausgangsbestand
von 1o (meist 100.000) Nulljihrige das Alter x erleben.

Wir geben eine graphische Darstellung einer Sterbetafel fiir Manner (Allgem.
deutsche Sterbetafel 1960/62 modifiziert), wobei 1x in Abhangigkeit vom
Alter x £{0,1,...100} aufgezeichnet ist. Neben 1, und qy wird in den
Sterbetafeln auch dy : = 1y - 1441, die Anzahl der Toten vom Jahr x zum
Jahr x + 1 angegeben.
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A 1
100 000 ¢ %

- Allgemeine Deutsche
Sterbetafel 1960/62
Manner (modifiziert)

50 000 } — — — @ @— - —
10 000 ¢
o 4Lo 20 slo 40 ;o

Es folgt fir diese GroBen noch

_ dx _ Tx+1 _ Ty | Ix+1-1x - .o .
qx = T ° Px = —T;—-~ e +-———T;—— = 1 - gx (Erlebenswahrscheinlichkeit)

Hieraus lassen sich weitere Wahrscheinlichkeiten leicht ableiten wie z.B.:

Tx+n

nPx & =-T— Wahrscheinlichkeit eines x-jahrigen noch mindestens
X n Jahre zu leben.
d
nidx : = —;Eﬂ Wahrscheinlichkeit eines x-jdhrigen das Alter x+n

zu erreichen und im folgenden Jahr zu sterben.
Ix+n  dx+n

TN T Txen T Px T G
Bemerkung: Es gelten die Gesetze der Wahrscheinlichkeitstheorie, da die
Wahrscheinlichkeiten durch relative Haufigkeiten bestimmt werden.

Bemerkung: Man verwendet in der Versicheruny sogenannte modifizierte Ster-
betafeln und zwar derart, daB die tatsdchlichen Sterbewahrscheinlichkeiten
kleiner sind als die in der Tafel angegebenen. Der Sterblichkeitsgewinn,

der hierbei erzielt wird, flieBt wieder an die Versicherungsnehmer zuriick.

Beispiel: Von 1000 30-jdhrigen, die eine Lebensversicherung abschliefen,

sterben im Mittel im Alter von 30 - 31 Jahren 2,20
31 -3 " 2,23
39 - 40 " 3,18
49 - 50 " 6,90

i
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Die Risikopramie bei einer Todesfallversicherung von 100.000,- 0S betragt
dann 220,- bzw. 223,- bzw. 318,- bzw. 690,- US.

Serechnung der Barwerte und Nettoprdmien einiger Lebensversicherungen.

Wir sind nunmehr in der Lage, mit den beiden Rechnungsgrundlagen 1. und

2. Ordnung die Barwerte und Nettopramien einiger Lebensversicherungen zu
berechnen. Hierbei ist auf folgende wesentliche Tatsache aufmerksam zu
mnachen. Eine Lebensversicherung besteht i.a. fir eine verhdltnismdRig
Jange Zeit (oft iber 25-30 Jahre)}. Man kennt im voraus die Zinsentwicklung
nicht.

Der Zinssatz, der zugrunde gelegt wird, muB fir diese Zeit eingehalten
werden. Die Versicherungsaufsichtsbehdrde ist daran interessiert, daB alle
eingegangenen Verpflichtungen erfiillt werden und keine Versicherungsge-
sellschaft zahlungsunfahig wird. So ist es in Usterreich und Deutschland
iiblich, einen rechnungsmaiigen ZinsfuB ven 3% anzunehmen, der bei der

Pramienberechnung zugrundegelegt wird. Dem steht zur Zeit ein effektiver
ZinsfuB von iber 7% gegeniber. Der effektive ZinsfuB ist jedoch iber einen
langeren Zeitraum nicht konstant. Nun wird von der Aufsichtsbehorde fest-
gelegt, dap mindestens 85% (in der BRD 90%) des Gewinns an die Versiche-
rungsnehmer wieder zuriickerstattet werden miissen. Dies geschieht meist in
Form eines Gewinnanteils, der bei Filligwerden des Versicherungsvertrags
zusammen mit der Versicherungssumme ausbezahlt wird.

Bemerkung zum Beispiel bei den Sparvorgdngen:

Wird fir K = 100.000,- US, n = 20, die Pramie mit dem rechnungsmaBigen
Zins ven 3% berechnet, liegt jedoch eine effektive Verzinsung von 6%
(bzw. 8%) vor, so folgt als auszuzahlendes Kapital

3.613,- x 38.992 = 140.878,- US (bzw. 3.613,— x 49.424 = 178.569,- US)
[Pramie (bei 3%)x Sm (bei 6% bzw. 8%)]

Wichtige Lebensversicherungsarten

Wir wollen zundchst einige wichtige Lebensversicherungen vorstellen:

a) Erlebensfallversicherung

Am einfachsten ist der Barwert einer (reinen) Erlebensfallversicherung zu
bestimmen. Mit ,E, wird der Barwert dieser Versicherung vom Betrag 1 te-
zeichnet, wobei x das AbschluBalter und n die Laufzeit bezeichnen.

e S
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Es folgt
£ = Tx+n -y (x) Wahrscheinlichkeit eines x-jdhrigen
n=x P das Alter x+n zu erleben
— ) . 1
(x)  (xx) (xx) Diskontierung mit v = 1

Fir die einfachere Berechnung fiihrt man Hilfswerte (Kommutationswerte)
ein, die aus 1y und v gebildet werden und in Tabellen zusammengefaBt sind.

Hier bildet man den Wert Dy : = 1xvx, woraus folgt
Dx+n
E, =
n-x DX

nEx ist somit auch der Betrag der Einmalnettopramie.

b) Leibrenten

Zum AbschluBalter x wird der Betrag 1 ausbezahlt
im Alter x+1 * " 1 "
[1] X + 2 " " " 1 1

usf. bis zum Lebensende.
Der Barwert wird mit & bezeichnet. Es folgt mit a) (Er1ebensfa11ver-

sicherung)

Tx+1 Yo jux _ Dx + Dx+1 + + Dy _. Mx

Ay = 14—V + .. ¥ Vv
X X

mit dem Kommutationswert N, := Dy + Dy4p + +ov + Dy (w Hochistalter),

Aus dieser Leibrente folgen

—— e e e e e e wme e s - — o —— — — . —— — — i o o i e - —

im Alter x + n, wird falls dieses erreicht wird, der Betrag 1 ausbezahlt
im A]ter x + n + 1 i " " ] ] 1 "

usf. bis zum Lebensende.

Der Barwert wird mit ,,dyx bezeichnet

= Ix+n n Tw _w-x _Dx+n Dy _Nx+n
n(ax“—-rl—x—v +ooo +]~‘x-'-v "Dx +.l. +D'X—"'Dx




¥
(o
o
¥

i —— — —— ——

zum AbschluBalter x wird der Betrag 1 ausbezahlt
im Alter x+1 " " " 1 "

usf. bis zum Tod, hdchstens n Jahre.

Der Barwert wird mit dyx:pd bezeichnet.

. Dy Dx+n-1 _ Nx  Nx4n

c) reine Todesfallversicherung (n-jihrige Risikoversicherung)

mit nAyx wird der Barwert dieser Versicherung vom Betrag 1 bezeichnet.
Hierbei bedeutet x das AbschluBalter und n die Laufzeit. Dieser Betrag
wird nur dann ausbezahlt, wenn der Versicherungsnehmer in dieser Zeit

stirbt. Es gilt

dy dy+1 2 dx+n-1 _n
inAX~T—x-V+-—T-X——V +---+TV

- 1 -1
- Iclxn Vb oeeenne.. +XE001 x40 N
X X
- v(li + Tx+1 VAo + Tx+n-1 Vn-l) - (1x+1 VA .. Tx+n v
x  Ix Tx Tx Tx
=y Dx+ooo+0x+n_1 _ Dx+1+.-'+0x+n =
- Dy Ox
. . Dy4n
inAx = v dcp -ldgm- 1+ _U;‘)

d) gemischte Versicherung (der Dauer n Jahre)

mit Ax.m wird der Barwert dieser Versicherung vom Betrag 1 bezeichnet.
Dieser Betrag wird ausbezahlt, entweder beim Tod des Versicherungsnehmers
innerhalb der Versicherungsdauer oder beim Erleben des Alters x+n. Es folgt

e ——




Dy+ns D
Al = Py * nEx = Vgl - (dgam - 1+ =) + <= 1 - dq (1-v)
X in?'x n-=x X:n X+n DX DX X:n

Alle angegebenen Barwerte sind gleichzeitig auch die Nettoeinmalpramien.

Nettomehrfachpramien

Wir bestimmen die Nettomehrfachpramien fiir den Fall der Erlebensfallver-
sicherung und der gemischten Versicherung.
Hierbei sollen die Pramien bis zum Tod, hochstens jedoch n Jahre gezahlt

werden. Das fiihrt aber auf eine vorschiissige tempordre Leibrente by).
Wir erhalten fiir die Erlebensfallversicherung (Versicherung vom Betrag 1)

E D D D
P(.E . Hu. = E. = P(.£,) = X =X, X = X
\fnﬂf) Lfﬁﬁl n=x (nEx) ay:m Dy Ne-Neen  Nx-Nxn
Pramie Barwert der
tempordren
Leibrente
Ax: 1
P{A,. * ay. = A P(A,.71) = : = - (1-v
‘f*z;fl) ~5§E[ x:n = PlAcat) dx:fl dx:nl (1-v)
Pramie Barwert der
tempordren
Leibrente
Beispiel: Versicherun gssumme 100.000,- TS, x = 30, n = 20
(rechnungsmdBiger ZinsfuB 3%)
. N3g-Nso D5
d30: 201 = = 14.95394; P(20E30) = = 0,03430
D30 (20£30) = w3g-mgg

= £00.000,- - P(p0E30) = 3.430,-

1 1
P(A30:501) = == - (1- —) = 0,03775->100.000,- + P(A30:201) = 3.775,-
(A30:201) 330: 700 ( 1’03) (A30:201)

3.775,- - 3.430,- = 345,-

il

P(120A30)

3. Rechnungsgrundlage: Kosten

Man unterscheidet drei Kostenarten: sogenannte a, 8- und y-Kosten.
a-Kosten sind einmalige Kosten, die mit dem AbschluB eines Versicherungs-
vertrages zusammenhingen (Entschddigung der AuBenorgane einer Cesellschaft
drztliche Untersuchungskosten, Ausstellung von Polizzen, Werbung).




- 170 -

(Die Kosten sind proportional zur Versicherungssumme bei der gemischten
Versicherung und bei Renten proportional zum Barwert der Renten).

g-Kosten sind periodische Kosten, die bei der Erhebung der Prdmien ent-
stehen. (B-Kosten werden auf die Hohe der Prdmie bezogen).

y-Kosten sind periodische Kosten und stellen die inneren Verwaltungskosten
dar, die nicht mit o, g-Kosten zusammenhangen (Personalkosten, Mieten,

Steuern).

Beispiel gemischte Versicherung: a-Kosten 35%. der Versicherungssumme
o
I

(periodische Zahlung) B-Kosten 3% (4%) der Pramien
y-Kosten 4,25%, der Versicherungssumme

Beispiel Altersrente: a-Kosten 25%. des Barwertes der insge-

samt zu zahlenden Prdmien
g-Kosten 3% (4%) der Pramien
y-Kosten = 1,5%. des Rentenbetrags

Ausreichende Pramien: Werden bei der Pramienkalkulation auch die Kosten

beriicksichtigt, so kommt man zu den sogenannten ausreichenden Pramien.

Ausreichende Primien bei gemischter Versicherung (periodische Zahlung)

Bezeichnung: Pi:ﬁ! (Versicherungssumme 1)

Es gilt
PRm A = A foa + B e (PR dxml) + Y dxemn
1_\‘/__‘ L’.—\/‘" /
Pramie Barwert der einmalig bezogen auf d. proport. Ver-
tempor. Leib- Hohe der Prdmie sicherungssumme
rente Betrag 1 (periodisch)
Ay-m+ a+ vy dg.7l
- Pi:ﬁ“ X:n X:n

(1-8)dx.m

Will man die einzelnen Kostenanteile der ausreichenden Priamie bestimmen,
50 bilde man

Ay.
a X:n a
Px:m = +

a
AT —— . P . +
dx:pl  dy:p) B0 hem vy

Beispiel: § = 100.000,-, x = 30, n = 20

Mettoprdmie P,.3 = 3.775,- (= 3.430,- + 345,-)
Erlebensfall- Todesfallprdmie
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a
ausreichende Pramie Py.im = 4.571,- zerlegt in 3.430,- Erlebensfallpram.
345,- Todesfallpramie

234,- a-Kosten

137,- g-Kosten

425,- y-Kosten
§.571,-

Gegeniiberstellung: reiner Sparvorgang S = 100.000,-, n = 20 (3%)
Pramie 3.613,-
Ausreichende Priamie bei Altersrente (Rentenbetrag 1)

- .. - . .. méx Nx+n
Nettopramie: P(j,dx) + dx.pl = pjdx = P(p,dx) = T NeNeen

Ausreichende Pramie pd.

PP » dy.m = mdx + a «P7 = dy.qm 4+ B-P° 2 dx:y t+ v-dy
W

Barwert aller zu
zahlenden Jahres-

a nidy + oy dy prdamien
l-a 'B)ax:m

= P

Deckungskapital (Deckungsriickstellung, Prdmienreserve)

Betrachten wir die Pramien einer gemischten Versicherung, so zerfallen
diese in:
einen Sparanteil, einen Risikoanteil und einen Kostenanteil.

Mit den Sparanteilen wird die Erlebensfallsumme angespart. Damit die
Versicherungsgesellschaften ihren Verpflichtungen immer nachkommen konnen,
verlangt die Aufsichtsbehorde, daB die angesammelten und verzinsten Spar-
anteile in den Deckungsriickstellungen ausgewiesen werden. Dies muB3 von
einem versicherungsmathematischen Sachverstandigen garantiert werden.
Somit wird es notwendig, fir jedes Jahr zwischen VersicherungsabschluB und
Versicherungsende diese Deckungsriickstellungen zu berechnen. Wir betrach-
ten zundchst nur die Nettodeckungsriickstellungen yVy im m-ten Jahr nach
VersicherungsabschluB (AbschiuBalter x, Dauer n). Nach der sogenannten
prospektiven Methode (vorausschauenden Methode) bestimmt sich

mVx = By+m - \? * A Aemt
\""’\/‘—"‘/ ~
Barwert d. zukiinftigen tempordre Leibrente
Versicherungsleistung vom Betrag der Pramie P
m Jahre nach Abschluf der Dauer n-m

(x+m : m-tes Jahr nach VersicherungsabschluB)
Fiir die gemischte Versicherung erhalten wir somit




oy = Ax+m: F=m - Py:il ¢ dx+m:A=ml
\...\/,A‘ ——— —
Barwert der Versich.summe 1 Prdmie
im m=ten Jahr nach AbschluB
(Dauer n-m) tempordre Leibrente vom Betrag

Px:m der Dauer n-m

Ausreichende Deckungsriickstellungen: Wir betrachten wieder die gemischte

Versicherung. 8- und y-Kosten fallen hier mit den Pramien an und
brauchen nicht im Deckungskapital beriicksichtigt zu werden. Die Ver-
sicherungsgesellschaften haben sofort nach AbschluB der Versicherung den
Anspruch auf die «-Kosten.

Bei den ausreichenden Pramien war der a-Kostenanteil gleich 3 “_].
X:n

Da die ao-Kosten sofort anfallen, bestimmt man das soge-

nannte gezillmerte Deckungskapital (Zillmerreserve) durch

. yZ
0: oVx

. . m = S §
mv;': ;o= mvx - a e i)_(ﬂ._@ ::>
e — ax:n m = n: nVi = mVx
Nettodeckungs- 7
kapital auszuzahlender

Betrag
Bemerkung: Durch dieses Vorgehen erhdlt man zum Versicherungsbeginn eine

negative Deckungsriickstellung, die bei groRen a-Sitzen in den ersten
Jahren noch regativ sein kann. Der Gesetzgeber hat Jjedoch einen a-Hochst-
satz von 35%. festgesetzt. Reichen diese a-Kosten nicht aus, so sind die

iber 35% hinausgehenden Betrdge wie y-Kosten zu behandeln.

Diese Zillmerreserven sind maBgeblich fiir die Bilanz sowie auch fiir die
Berechnung der Riickkaufswerte bzw. einer beitragsfreien Versicherung.

Gewinnbeteiligung:

Wie schon mehrmals erwdhnt, werden die Berechnungen mit einem rechnungs-
maBigen ZinsfuB von 3% durchgefiihrt, wihrend die Versicherungsgesellschaf-
ten einen effektiven ZinsfuB von iber 7% erzielen. Der erzielte Zinsgewinn
ist mindestens zu 85% (90% BRD) an die Versicherungsnehmer wieder zuriick-
zuzahlen (es werden ca. 95% zuriickgezahlt). Es entstehen somit in jedem

Jahr Zinsgewinne. Betrachten wir einmal das m-te Jahr nach Versicherungs-
beginn, so haben wir die

"Einnahmen" (mV§ + Bp) und die "Ausgaben"  (vayim + VPyeq ° m+1V§)
— — —— !
Deckungs-  Pramie Todesfall-
rickstel-  ohne 8- und leistung

lung v-Kosten
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Ersetzt man die rechnungsmiRigen durch die effektiven Zinsen und die an-
genommenen Sterbewahrscheinlichkeiten durch die tatsdchlichen Sterbewahr-
scheinlichkeiten, so ergibt sich der Gewinn fiir das gesamte Jahr, der den
Versicherungsnehmern fast zur Gdnze gutgeschrieben wird.

Rentabilitit einer Versicherung (Barwertpolynome)

Will man verschiedene Lebensversicherungen untereinander und auch mit an-

deren Sparformen vergleichen, so verwendet man den Begriff der Rentabilitat.

Man vergleicht den Barwert aller Beitrdge mit dem Barwert der Leistungen
der Versicherungsgesellschaft (inklusive Gewinnanteile). Man bildet das

sogenannte

Barwertpolynom - i o f(i) = } b(j) (—lf)j - (=)0
j=0

wobei i der Zins, bd) der Jahresbeitrag fir das Jahr j, E die Erlebens-

falleistung (inklusive Gewinnbeteiligung) und n die Versicherungsdauer ist.

Erlebensfallrentabilitat (Rendite) wird T mit f(T) = 0 genannt. (0 ist
hierbei eine untere Schranke fiir 7).

Bei Vergleich mit anderen Sparformen ist der zusdtzliche Todesfallschutz
zu beriicksichtigen.
Es 1aRt sich zeigen, daR es nur eine Nullstelle 7 gibt (zur Bestimmung
dieser Nullstelle multipliziere man mit (1+1')n durch und wende das Newton-
verfahren an. Fir f(7) =0 gilt E = nil b(j)(1+T)n'j

j=0
Je groper 1 ist, umso besser ist die Verzinsung.
Bemerkung: Die (teilweise) Anrechnung der Versicherungsbeitrdge als
steuermindernde Sonderausgaben und die Steuerfreiheit der Gewinnertrdge
fihren zu einer ErhOhung der Erlebensfallrentabilitat.
Beispiel: Allianz Leben (BRD) gemischte Versicherung, x =25, n = 35.
Unter der Annahme, dap die Hilfte der Beitridge als Sonderausgaben bei
einem Spitzensteuersatz von 35% geltend gemacht werden konnen, ergab sich
1976 fiir diese Versicherungsgesellschaft eine Rendite von 9,62%.
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